Aufgaben zur e- und ln-Funktion
Thema. Anwendungen
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1.Aufgabe: Bei einer Virusinfektion erfolgt die Virenvermehrung

f(x) = e x – 1
Wobei x die Anzahl der Tage ist. Nach t Tagen wird ein Medikament verabreicht, das die Virenkonzentration nach der Funktion  g(x) = f(t) * e -(x-t)

verringert.

a) Stellen Sie diesen Sachverhalt für t=4 grafisch dar.

b) Die Fläche zwischen dem Graphen und der x-Achse ist ein Maß für die schädigende Wirkung der Viren, auch Wirkungsfaktor genannt. Gesundheitliche Schäden können auftreten, wenn der Wert 200 WE (=Wirkungseinheiten) überschreitet. Berechnen Sie den gesamten Wirkungsfaktor bis zum völligen Absterben der Viren.
c) Welche Folgen hat es, wenn das Medikament erst nach t=5 Tagen verabreicht wird?
2.Aufgabe: Gegeben ist folgende Funktion f(x) mit

                       -0,199 x3 + 1,482 x2   für 0 ( x ( 6 genannt g(x)

f(x) =  

                       e-0.5(x-10) + 3      für 6 ( x genannt h(x)

Es handelt sich um eine aus zwei Funktionen zusammengesetzte Funktion. Beachten Sie bitte die jeweiligen Definitionsbereiche.

Bei den folgenden Berechnungen genügt eine Genauigkeit von 3 Kommastellen.
a) Für welchen x-Wert hat die Funktion f(x) den größten Wert? Berechnen Sie diesen Punkt? Wie nennt man diesen Punkt?

b) Berechnen Sie den Punkt, in dem die Änderungsrate der Funktionswerte von f(x) am größten ist. Wie nennt man diesen Punkt?
c) Stellen Sie für [0;12] eine Wertetabelle auf und zeichnen Sie den Graphen in ein geeignetes Koordinatensystem.
d)Beschreiben Sie den Verlauf des Graphen und versuchen Sie einen Bezug zur Biologie herzustellen. (Stichworte: Bakterienentwicklung, Medikamentenkonzentration im Blut, Wirkung eines Dopingmittels, Zufuhr eines Mittels in mg/h usw.).

e) Berechnen Sie die Fläche zwischen dem Graphen und der x-Achse im Intervall [0;10]. Kennzeichnen Sie diese Fläche im Koordinatensystem. Versuchen Sie die Fläche aus Sicht zu einem biologischen Vorgang zu deuten.

f) Berechnen Sie den Mittelwert im Intervall [0;20]. Kennzeichnen Sie den Mittelwert im Koordinatensystem. Versuchen Sie eine biologische Deutung für diesen Wert zu finden.

3.Aufgabe: Ein Pharmaunternehmen produziert ein Medikament in unterschiedlichen Wirkstoffdosierungen, das in Tablettenform verabreicht wird. Der zeitliche Verlauf der Wirkstoffkonzentration im Blut eines Patienten kann in den ersten 24 Stunden nach Einnahme einer Tablette näherungsweise durch die Funktionenschar fa(t)=a ( t ( e-0,25 ( t, t ([0;24], a>0, beschrieben werden. Dabei wird die Zeit t in Stunden seit der Einnahme und die Wirkstoffkonzentration fa(t) im Blut in Milligramm pro Liter (mg/l) gemessen; die Höhe der Wirkstoffdosierung wird durch den Parameter a berücksichtigt.
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a) Die Abbildung zeigt einen zeitlichen Verlauf , bei dem die Wirkstoffkonzentration im Blut des Patienten vier Stunden nach der Einnahme den Wert von 10,3 mg/l erreicht.

Berechnen Sie den Parameter a der Funktion fa, die diesen zeitlichen Verlauf modelliert, und die Höhe der Wirkstoffkonzentration zum Zeitpunkt t=24.

b) Untersuchen Sie das Monotonieverhalten der Funktion fa in Abhängigkeit von a und zeigen Sie, dass die Funktion fa unabhängig vom Parameter a an der Stelle t=4 ein absolutes Maximum besitzt. Interpretieren Sie die Ergebnisse im Sachzusammenhang.
Um eine schädliche Wirkung des Medikaments zu vermeiden, darf eine Wirkstoffkonzentration von 18 mg/l nicht überschritten werden.

Ermitteln Sie die Dosishöhe a, ab der eine schädliche Wirkung des Medikaments eintritt.

c) Weisen Sie nach, dass die Wirkstoffkonzentration für jede Dosishöhe a zum Zeitpunkt t=8 am stärksten abnimmt.

Im Folgenden soll die Funktion f10 mit f10(t)= 10 ( t ( e-0,25 ( t, t ( [0;24], betrachtet werden.

d) Zeigen Sie durch Integration, dass die Funktion F10 mit F10=40 ( (-t – 4) ( e-0,25 ( t eine Stammfunktion von f10 ist.

Bestimmen Sie in Abhängigkeit von k die mittlere Wirkstoffkonzentration m(k) in den ersten k Stunden nach der Einnahme des Medikaments und berechnen Sie m(12).
e) Untersuchen Sie das Verhalten der Funktion f10 für t ( (. Interpretieren Sie das Ergebnis im Hinblick auf den langfristigen Abbau des Wirkstoffs.
Für t>24 soll der zeitliche Verlauf der Wirkstoffkonzentration durch eine lineare Funktion g beschrieben werden. Bestimmen Sie eine Gleichung der linearen Funktion g so, dass die zusammengesetzte Funktion

                       f10(t) für 0 ( t ( 24

h(t)   =
                       g(t) für t>24           an der Stelle t=24 differenzierbar ist.

Berechnen Sie für diese Modellierung den Zeitpunkt, zu dem das Medikament im Blut vollständig abgebaut ist.

Lösung

2.Aufgabe: a)Es handelt sich um eine aus zwei Teilfunktionen zusammengesetzte Funktion.

Der Punkt, der den größten Funktionswert kennzeichnet, heißt relatives Maximum. Das rel. Maximum kann nur bei der Teilfunktion g(x) auftreten, da h(x) eine abklingende e-Funktion darstellt, die keine Extrempunkte besitzt.

Hinr. Bedingung: g’(x) und g’’(x)>0

g’(x) = -0,597 x2 + 2,964 x

g’’(x) = -1,194 x + 2,994

Man erhält: x1 = 0 und x2 = 4,965

g’’(0) = 2,964>0  ( rel. Minimum bei x1 = 0

g’’(4,965) = -2,964<0  ( rel. Maximum bei x2 = 4,965

HP(4,965 / 12,177)

Die Änderungsrateist im Wendepunkt am größten. Also muss der Wendepunkt bestimmt werden. Bedingung: g’’(x) = 0 und g’’’(x) ( 0.

Man erhält: xw = 2,482

g’’’(2,482) = -1,194 ( 0, d.h. es liegt eine Wendestelle vor.

WP(2,482 / 6,087)
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d)Konzentration eines Medikaments im Blut
Die Konzentration beginnt bei Null, nimmt dann stark zu, um bei etwa 4,96 ihr Maximum zu erreichen. Danach nimmt sie wieder ab. Zuerst stärker, dann weniger um sich für große x-Werte auf den konstanten Wert 3 zu stabilisieren. Die größte Zunahme der Konzentration findet bei etwa 2,48 statt (Wendepunkt).

e)Flächenberechnung
3.Aufgabe: a) Bestimmung des Parameters a: fa(4) = a ( 4 ( e-02,5 ( 4 = 10,3 ( a ( 7,0.
Bei einer Dosishöhe von a ( 7,0 erreicht die Wirkstoffkonzentration den Wert 10,3 mg/l. Die Wirkstoffkonzentration zum Zeitpunkt t =24 h beträgt f7(24) ( 0,42 mg/l.

b) Mit Hilfe der Produkt- und Kettenregel erhält man:

fa’(t) = [image: image3.wmf]-
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fa’(t) > 0 für 0 ( t < 4, da a>0 und  e-0,25 t > 0, d.h. fa ist streng monoton steigend in diesem Bereich.

fa’(t) < 0 für 4 < t ( 24, d.h. fa ist streng monoton fallend für den Bereich ]4;24].
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Legende: grün -> a=3;  gelb -> a=5;   rot ->7.

Setzt man fa’(t) = 0, so erhält man für t=4, d.h. das Maximum ist unabhängig von a. Man erhält: HP(4 / 4(a(e-1)

Die Wirkstoffkonzentration nimmt im Zeitintervall [0;4[ zu und erreicht 4 Stunden nach Einnahme des Medikaments ihre maximale Höhe; danach nimmt die Wirkstoffkonzentration bis zum Zeitpunkt t=24 weiter ab.

Bestimmung der Dosishöhe a: fa(4)>18 ( 4 ( a ( e-1 >18 a>4,5 ( e ( 12,23.
D.h., ab einer Dosishöhe von a ( 12,23 tritt eine schädliche Wirkung des Medikaments ein.

c) Es ist zu zeigen, dass die Änderungsrate fa’ der Wirkstoffkonzentration an der Stelle t=8 ein Minimum mit  negativem Wert besitzt (oder, was dasselbe ist: man muss den Wendepunkt bestimmen). Dazu muss man die 2. Ableitung bilden (Ketten- und Produktregel)
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fa’’’(t) = [image: image6.wmf]-
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Bildet man fa’’(t) = 0, so erhält man: t=8.  fa’’’(8) =  0,00845584 a >0 , da a>0
Damit hat die fa’(t) an der Stelle t=8 ein Minimum. Dieses hängt nicht von a ab. Die Wirkstoffkonzentration nimmt daher unabhängig von a zum Zeitpunkt t=8 am stärksten ab.

d)Mit Hilfe der partiellen Integration erhält man:
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Die mittlere Wirkstoffkonzentration in den ersten k Stunden beträgt:
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Damit ergibt sich die mittlere Wirkstoffkonzentration in den ersten 12 Stunden:
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e) Für t>0 ist f10(t)>0. – 
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Die t-Achse ist Asymptote des Graphen von f10. Der Wirkstoff würde bei einer solchen Modellierung nie vollständig abgebaut.

Gleichung der linearen Funktion g:

g(t) = f10’(24) ( (t – 24) + f10(24) = -50(e-6(t + 1440(e-6 ( -0,124(t + 3,569
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Legende: grün-> f10 im Bereich [0;24]   rot->g(t) im Bereich >24

Zeichenbereich verändert (Legende wie oben):
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Bestimmung der Nullstelle: g(t)=0 ( t =28,8

Nach 28 h 48 min ist bei dieser Modellierung der Wirkstoff im Blut vollständig abgebaut.
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