Aufgaben zur e- und ln-Funktion
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1.Aufgabe: Gegeben sind die Funktionen fa mit fa(x) = (x + a) e-x mit a(0.

Die Abbildung zeigt den Graphen der Funktion f1(->grün)  sowie den Graphen ihrer Ableitungsfunktion f’1(gelb).
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a)Untersuchen Sie den Graphen der Funktion fa in Abhängigkeit von a auf Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen und Extrempunkte. Ermitteln Sie das Verhalten von fa für x ( +(.
b) Zeigen Sie, dass die Graphen fa und fa’ genau einen Schnittpunkt Sa haben, und berechnen Sie seine Koordinaten in Abhängigkeit von a.

Geben Sie die Gleichung der Funktion g an, auf deren Graph alle Schnittpunkte Sa liegen. Bestimmen Sie den Wert von a, für den sich die Graphen von fa und f’a rechtwinklig schneiden.

Im Folgenden werden die Funktionen f1 mit f1(x) = (x + 1) e-x und f’1 mit f’1(x) = -x e-x betrachtet (siehe Abbildung).

c)Die Parallele zur y-Achse mit x=u und u(0 schneidet den Graphen von f1 im Punkt Pu(u/f1(u)) und den Graphen f’1 im Punkt Qu(u/f’1(u)). Die Punkte Pu und Qu bilden mit dem Schnittpunkt S1(-0,5 / 0,5 ( e 0,5) der Graphen von f1 und f’1 das Dreieck S1QuPu. Bestimmen Sie u(0 so, dass der Flächeninhalt A(u) dieses Dreiecks maximal wird.

d)Die Graphen f1 und f’1 schließen mit der Parallelen zur y-Achse mit x=u und u>0 ein Flächenstück ein. Ermitteln Sie den Inhalt dieses Flächenstücks in Abhängigkeit von u.

Prüfen Sie, ob für u ( +( das nach rechts unbegrenzte Flächenstück einen endlichen Flächeninhalt besitzt.

2.Aufgabe: Ein Forschungslabor untersucht Substanzen mit antibakterieller Wirkung. Man unterscheidet bei diesen Wirkungstypen: Substanzen mit bakteriostatischer Wirkung hemmen die Vermehrung der Bakterien, während Substanzen mit bakterizider Wirkung nicht nur in ihrer Vermehrung hemmen, sondern auch abtöten.
Im Rahmen eines Versuchs werden zwei Bakterienkulturen derselben Größe in jeweils eine Nährlösung gebracht. Die Bakterienzahl der einzelnen Bakterienkulturen zum Zeitpunkt t kann in den ersten zwei Stunden modellhaft durch die Funktion h mit

h(t) = 20 ( e-1 + 0,5 t,  0 ( t < 2, beschrieben werden.

Zwei Stunden nach Beginn des Versuchs wird der Nährlösung beider Bakterienkulturen jeweils eine Substanz unterschiedlichen Wirkungstyps zugesetzt. Die Bakterienzahl der Bakterienkulturen nach dem Zusetzen der Substanzen kann modellhaft durch die Funktionen

f(t) = 20 ( (t – 1) ( e 1 – 0,5 t   mit t ( 2, (1. Bakterienkultur) und

g(t) = 30 – 10 ( e 2 – t   mit t ( 2 (2. Bakterienkultur) beschrieben werden.

Dabei wird jeweils die Zeit t in Stunden seit Versuchsbeginn (t=0) und die Bakterienzahl h(t), f(t) und g(t) in Millionen (106) angegeben. Die Graphen der Funktionen h, f und g sind in der untenstehenden Abbildung dargestellt.
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a)Berechnen Sie die Bakterienzahl der Bakterienkulturen zu Beginn des Versuchs und nach 12 Stunden und beschreiben Sie anhand des Graphen den zeitlichen Verlauf der Bakterienzahl beider Bakterienkulturen.
Untersuchen Sie für beide Bakterienkulturen, welche Bakterienzahl langfristig erwartet wird, und geben Sie jeweils den Wirkungstyp der Substanz an, die der Bakterienkultur zugesetzt wurde.

b)Untersuchen Sie, ob die Anzahl von 25 Mill. Bakterien in den ersten 12 Stunden des Versuchs 
der 1. Bakterienkultur überschritten wird.
c)Weisen Sie nach, dass die Bakterienzahl der 2. Bakterienkulutr in den ersten 12 Stunden fortwährend steigt. Bestimmen Sie den Zeitpunkt, ab dem der Zuwachs weniger als 100 Bakterien pro Stunde beträgt.

d)Zeigen Sie, dass es eine Stelle t0 mit 0(t0<2 gibt, für die gilt g’(t0+2) = h’(t0) gilt. Berechnen Sie g’(t0+2) und interpretieren Sie das Ergebnis im Sachzusammenhang.

e)Zeigen Sie durch partielle Integration, dass die Funktion F mit

F(t) = -40 ( (t + 1) ( e 1-0,5 t, t(2, eine Stammfunktion der Funktion f ist.

Bestimmen Sie einen Term zur Berechnung der mittleren Bakterienzahl der 1. Bakterienkultur in den ersten k Stunden nach dem Zusetzen der Substanz.

