1.Klausur Jahrgst. 13/1 – Schuljahr 2009/10
LK- Mathematik – Sporenberg                       Marl, 21. September 2009
Klausur1_2009_10
1.Aufgabe: a) Eine Firma benötigt für die Produktion von zwei verschiedenen Küchengeräten K1 und K2 unterschiedliche Schrauben S1, S2 und S3. Der jeweilige Bedarf ist durch folgende Tabelle gegeben:

	
	S1
	S2
	S3

	K1
	5
	7
	9

	K2
	3
	8
	6


(1) Bestimmen Sie die Matrix des Produktionsprozesses.

(2) Wie viele Schrauben werden für die Produktion von 1000 Geräten K1 und 1500 Geräten K2 jeweils benötigt?

b) Im Bundesland Baden-Württemberg gibt es die drei Schulformen: Gymnasium, Realschule und Hauptschule. In einem Jahr wechseln 10% der Gymnasiasten an die Realschule und 2% an die Hauptschule. 7% der Realschüler wechseln an das Gymnasium und 12% an die Hauptschule. 6% der Hauptschüler wechseln an die Realschule und 1% an das Gymnasium.

(1) Bestimmen Sie die Matrix dieses Prozesses.

(2) Geben Sie die Verteilung der Schüler für das folgende Jahr an, wenn es 60000 Gymnasiasten, 50000 Realschüler rund 40000 Hauptschüler gibt.

c) Eine Fabrik zur Lackherstellung mischt aus drei Grundstoffen G1, G2 und G3 4 Zwischenprodukte Z1, Z2, Z3 und Z4 und stellt aus diesen drei Lacksorten L1, L2 und L3 her.

	Lack (1 kg)
	
	
	Bedarf (in kg)
	
	

	
	
	Z1
	Z2
	Z3
	Z4

	L1
	
	0,4
	0,3
	0,3
	

	L2
	
	
	0,5
	0,3
	0,2

	L3
	
	
	
	0,4
	0,6


	Zwischenprodukte (1 kg)
	
	
	Bedarf (in kg)
	

	
	
	G1
	G2
	G3

	Z1
	
	0,5
	0,5
	

	Z2
	
	0,4
	0,3
	0,3

	Z3
	
	
	0,6
	0,4

	Z4
	
	
	0,5
	0,5


(1) Bestimmen Sie die Matrizen für die einzelnen Prozesse sowie für den Gesamtprozess.

(2) Welcher Bedarf an Grundstoffen ergibt sich bei der Herstellung von 100 kg L1, 200 kg L2 und 300 kg L3?

2.Aufgabe: a) Leiten Sie die Matrix für die Rotation um den Nullpunkt im zweidimensionalen Koordinatensystem für einen festen Winkel ( her. Fertigen Sie auch die entsprechenden Skizzen an.

b) Erläutern Sie die Bedeutung der homogenen Koordinaten (2 dimensional). 

c) Das Dreieck mit den Punkten A(1/2), B(5/4) und C(2/5) wird um -5 Einheiten in x-Richtung verschoben und um -3 Einheiten in y-Richtung verschoben.

Bestimmen Sie die Koordinaten des so entstandenen Dreiecks und zeichnen Sie dieses in das Koordinatenkreuz ein. Dieses Dreieck wird danach um den Nullpunkt mit dem Winkel (=60o gedreht. Bestimmen Sie die Koordinaten dieses Dreiecks und zeichnen Sie auch dieses in das Koordinatenkreuz ein.

d) Geben Sie die Matrix an, die diese beiden Abbildungen auf einmal durchführt. Wie sieht diese aus, wenn erst gedreht und dann verschoben wird? Erläutern Sie.

e) Ein Dreieck wurde verschoben (Teilaufgabe c)), dann um den Nullpunkt gedreht mit dem Winkel (=60o. Die Koordinaten des Dreiecks lauten A’(-3/3), B’(-2/-2) und C’(-1/4). Welche Koordinaten hat das ursprüngliche Dreieck?

f) Ein Dreieck mit den Koordinaten A(2/3/-2), B(5/2/-1) und C(4/1/1) wird um die x-Achse mit dem Winkel (1 = 60o und dann anschließend um die z-Achse mit dem Winkel (2 = 120o gedreht. Geben Sie jeweils die Koordinaten der Dreiecke an. Wie sieht die Matrix aus, die beide Drehungen auf einmal durchführt?

Bestimmen Sie die zusammengesetzte Matrix, die folgende Drehungen nacheinander durchführt: 

Drehung um die x-Achse mit dem Winkel (1,

Drehung um die y-Achse mit dem Winkel (2,

Drehung um die z-Achse mit dem Winkel (3.

3.Aufgabe: a) Eine Abbildung im R2 ist durch folgende Matrix gegeben: 
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. Zusätzlich ist eine Abbildung gegeben, die 3-Einheiten in x-Richtung und 2-Einheiten in y-Richtung verschiebt. Geben Sie die Matrix der Abbildung an, die erst die Matrix anwendet und dann um die angegebenen Einheiten verschiebt. Wie lautet A’, wenn A(-2,-3) ist?

Welche Fixpunkte hat diese zusammengesetzte Abbildung?
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b) Eine Abbildung α bildet die Eckpunkte A(−1| −1) , B(1| −1) , C(1|1) und D(−1|1) des Quadrates Q auf die Eckpunkte A′ , B′ , C′ und D′ des Quadrates Q′ so ab, dass diesejeweils auf den Seitenmitten von Q liegen (siehe Bild 1).
I. Geben Sie die Eckpunkte A′ , B′ , C′ und D′ des Quadrates Q′ an und bestimmen Sie die Matrix M der Abbildung 
(zur Kontrolle: 
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II. Berechnen Sie die Inverse M−1 zu M und beschreiben Sie die Abbildung:
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III. Zu der Abbildung, die durch die Matrix M dargestellt wird, kommt jetzt eine Verschiebung in x-Richtung um 1,5 Einheiten und in y-Richtung ebenfalls um 1,5 Einheiten. Geben Sie die Matrix an, die diese beiden Abbildungen darstellt (erst M dann Verschiebung). Das Viereck Q1 entstehe als Bild des Quadrates Q unter dieser Abbildung. Bestimmen Sie die Bildpunkte des Vierecks Q1 und zeigen Sie, dass dies auch ein Quadrat ist.

Im Folgenden soll die Quadrat-Spirale untersucht werden, die durch die wiederholte Anwendung der Abbildung entsteht. Dabei sei Q2 das Bild von Q1 , Q3 das Bild von Q2 usw. (siehe Bild 2 nächste Seite).

IV. Berechnen Sie die Eckpunkte A2 , B2 , C2 und D2 des Quadrates Q2 und beschreiben Sie, wie sich die Quadrate der Spirale langfristig entwickeln (Größe, Lage).

V. Berechnen Sie den Fixpunkt F der Abbildung  und interpretieren Sie seine Bedeutung für die Quadrat-Spirale. 
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Anhang

Drehung um den Nullpunkt um einen beliebigen Winkel ( 
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Drehung um die Koordinatenachsen um einen beliebigen Winkel ( 
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LÖSUNG
1.Aufgabe: 
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a)                     

Man benötigt 9500 Schrauben S1, 19000 Schrauben S2 und 18000 Schrauben S3.
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b) 

Es gibt im folgenden Jahr 56700 Gymnasiasten, 48900 Realschüler und 44400 Hauptschüler.
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c) 

Man benötigt 72 kg G1, 295 kg G2 und 233 kg G3.
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2.Aufgabe:

a) Man erhält dann für die Koordinaten x und y des Punktes P:

x = r ( cos (  und y = r (sin (
Für die Koordinaten x‘ und y‘ des Punktes P‘:

x‘ = r ( cos (( + () und

y‘ = r ( sin  (( + ()

1.cos ((+() = cos ( cos ( - sin ( sin (
2.sin ((+() = cos ( sin ( + sin ( cos (
x‘ = r ( cos(( + () = r cos ( cos ( - r sin ( sin (  =  x cos ( - y sin ( 

y‘ = r ( sin(( + () = r cos ( sin ( +  r sin ( cos ( = x sin (  + y cos ( 

b) Alle Transformationen bis auf die Verschiebung können mit Hilfe einer 2x2-Matrix durchgeführt werden. Bei der Verschiebung erfüllt die Abbildung eine 2x1-Matrix (bzw. ein Spaltenvektor) und diese wird noch addiert.

Um alle Transformationen mit derselben Rechenoperation durchführen zu können, müsste die Methode, mit der man die Translation einbindet, geändert werden. Die Translation müsste also durch eine Matrix mit der gleichen Anzahl von Zeilen und Spalten wie die anderen Transformationsmatrizen dargestellt werden.

Ein Ausweg bzw. Lösung sind die sog. homogenen Koordinaten. In der Tat lassen sich nun die Translationen gleichwertig mit allen anderen affinen Abb. als Produkte "Matrix mal Vektor„ berechnen.
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c) A(1/2)  (  A’(-4/-1)   (  A’’(-1,13/-3,96)
    B(5/4)  (  B’(0/1)  ( B’’(-0,86/0,5)

    C(2/5)  (  C’(-3/2)  ( C’’(-3,23/-1,59)
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d) Drehung*Verschiebung =
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Verschiebung*Drehung =
Begründung: Die Multiplikation von Matrizen ist nicht kommutativ.
e)Man muss die inverse Matrix bestimmen. Diese lautet:
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Die Punkte ergeben sich zu:
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e) Die entsprechende Matrix für die Drehung um 60o um die x-Achse lautet:

[image: image30.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

=

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

1

5

,

0

5

,

0

5

,

1

5

,

0

5

,

0

5

,

1

5

,

0

5

,

0

1

1

0

5

,

1

1

0

5

,

1

0

1

1

0

0

0

5

,

0

5

,

0

0

5

,

0

5

,

0


Damit ergibt sich:
A ( A’(2/3,23/1,59)     B (  B’(5/0,134/2,23)  C (  C’(4/-0,366/1,366)

Die entsprechende Matrix für die Drehung um 120o um die z-Achse lautet:
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Es ergibt sich für die Punkte:
A’  ( A’’(-3,799/0,116/1,598)

B’  ( B’’(-2,616/4,263/2,232)

C’  (  C’’(-1,683/3,647/1,366)
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Die zusammengesetzte Abbildung wird durch folgende Matrix dargestellt:

f) Die Matrix lautet:
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3.Aufgabe:
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a)Die Matrix der zusammengesetzten Abbildung lautet: 

Der Punkt A(-2/-3) wird abgebildet auf:  A’(7,5/-1)
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Gelöst muss das folgende Gleichungssystem:

Dieses ergibt den Fixpunkt: F(0/2)  

b)
I.
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II. Die inverse Matrix wird mit Hilfe des bekannten Verfahrens bestimmt. Man erhält:
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. Die Gleichung besagt, dass man mit Hilfe der inversen Matrix die Urbilder der Bildpunkte erhält.

III. Man sollte jetzt die homogenen Matrizen nehmen, um die Verschiebung zu integrieren.
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Die entsprechende Matrix lautet dann:
IV. Wendet man diese Matrix auf A, B, C, und D bzw. dann auf die Bildpunkte A’, B’, C’ und D’ an, so erhält man folgende Punkte der Abbildungen:

A(-1/-1) ( A’ (1,5/0,5)  (   A’’(2/-2,5)

B(1/-1)  ( B’(2,5/1,5)  ( B’(2/3,5)

C(1/1)  ( C’(1,5/2,5)  ( C’’(1/3,5)

D(-1/1)  ( D’(0,5/1,5)  ( D’’(1/2,5)    
Zwecks Überprüfung auf die Eigenschaft Quadrat müssen die Seitenlängen gleich sein und zusätzlich muss ein Winkel 90º sein.
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Der Winkel 90o ergibt sich aus dem Skalarprodukt (dieses muss wie bekannt 0 ergeben).
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Zur Beschreibung der Entwicklung der Quadrat-Spirale:

• Die Quadrate werden mit jeder Anwendung der Abbildung kleiner.

• Die Folge-Quadrate sind jeweils um 45° gedreht, somit dreht die Spirale ein.

• Die Richtung der Verschiebung wird ebenfalls gedreht, ihr Betrag verkleinert.

• Somit streben die Quadrate spiralförmig einem Grenzpunkt zu.
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Diese Gleichung ist zu lösen. Man erhält: [image: image7.wmf]8
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Dies ist die Angabe in homogenen Koordinaten. 

Der Fixpunkt ist also: F(0/3)

Zu diesem Punkt streben die Quadrate. 
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[image: image50.jpg]Die Eckpunkte werden abgelesen: A’(0|-1), B'(1/0), C'(0|1) und D'(-1]0).

(1

1 \ .
. L ergibt sich

a by (1 {'a*b\ ay .
L. L H l,msgesam(alsodas
d) -1 0

.Esfolgt a=c=d=0,5 und b=—0,5




[image: image51.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

18000

19000

9500

1500

1000

6

9

8

7

3

5

[image: image52.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

=

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

400

44

900

48

700

56

000

40

000

50

000

60

93

,

0

12

,

0

02

,

0

06

,

0

81

,

0

1

,

0

01

,

0

07

,

0

88

,

0

[image: image53.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

=

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

233

295

72

300

200

100

6

,

0

2

,

0

0

0

5

,

0

3

,

0

0

0

4

,

0

5

,

0

4

,

0

3

,

0

0

5

,

0

6

,

0

3

,

0

5

,

0

0

0

4

,

0

5

,

0

[image: image54.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

-

»

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

-

-

+

-

-

1

0

0

83013

,

5

5

,

0

866025

,

0

0980762

,

0

8666025

,

0

5

,

0

1

0

0

2

3

5

2

3

2

1

2

3

2

3

3

2

5

2

3

2

1

[image: image55.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

»

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

1

0

0

3

5

,

0

866025

,

0

5

8666025

,

0

5

,

0

1

0

0

3

2

1

2

3

5

2

3

2

1

[image: image56.wmf](

)

(

)

1

09808

,

7

09808

,

6

1

3

3

1

0

0

3

2

1

2

3

5

2

3

2

1

=

-

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

-

[image: image57.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

»

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

-

1

0

0

3

5

,

0

866025

,

0

5

8666025

,

0

5

,

0

1

0

0

3

2

1

2

3

5

2

3

2

1

[image: image58.wmf](

)

(

)

1

09808

,

7

26795

,

2

1

2

2

1

0

0

3

2

1

2

3

5

2

3

2

1

=

-

-

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

-

[image: image59.wmf](

)

(

)

1

86603

,

5

9641

,

7

1

4

1

1

0

0

3

2

1

2

3

5

2

3

2

1

=

-

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

-

[image: image60.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

»

÷

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

-

=

5

,

0

866025

,

0

0

866025

,

0

5

,

0

0

0

0

1

2

1

2

3

0

2

3

2

1

0

0

0

1

_

60

Achse

x

D

[image: image61.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

=

5

,

0

866

,

0

0

433

,

0

25

,

0

866

,

0

75

,

0

433

,

0

5

,

0

xz

M

[image: image62.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

-

»

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

=

1

0

0

0

5

,

0

866025

,

0

0

866025

,

0

5

,

0

0

0

0

0

2

1

2

3

0

2

3

2

1

_

120

Achse

z

D

_1315075823.unknown

_1315411439.unknown

_1315413047.unknown

_1315478671.unknown

_1315478988.unknown

_1315479049.unknown

_1315479582.unknown

_1315478943.unknown

_1315413366.unknown

_1315412168.unknown

_1315412758.unknown

_1315411954.unknown

_1315412131.unknown

_1315410596.unknown

_1315411139.unknown

_1315411264.unknown

_1315410787.unknown

_1315152016.unknown

_1315410475.unknown

_1315151998.unknown

_1314966744.unknown

_1315070767.unknown

_1315070905.unknown

_1315070957.unknown

_1315070863.unknown

_1314966855.unknown

_1195808185.unknown

_1314965886.unknown

_1195808201.unknown

_1195808170.unknown

_1195808145.unknown

